Теоретический материал к объекту ОДР код: АЮ-04-11: Свойства многоугольников и многогранных углов.
Демонстрируются при нажатии клавиш 1, 2,….6.

Можно перемещать «курсор выбора» над фигурами для управление её положением.
 
Рассмотрим некоторые свойства треугольников и аналогичные им свойства трехгранных углов. 

    Свойство 1 (Неравенство треугольника). Каждая сторона треугольника меньше суммы двух других его сторон. 

    Аналогичным свойством для трехгранных углов является следующее свойство. 

    Свойство 1'. Каждый плоский угол трехгранного угла меньше суммы двух других его плоских углов. 

    Доказательство. Рассмотрим трехгранный угол SABC. Пусть наибольший из его плоских углов есть угол ASC. Тогда выполняются неравенства

BSC. 

    Отложим на грани ASC угол ASD, равный ASB, и точку B выберем так, чтобы SB = SD (рис. 3). Тогда треугольники ASB и ASD равны (по двум сторонам и углу между ними) и, следовательно, AB = AD. Воспользуемся неравенством треугольника AC < AB + BC. Вычитая из обеих его частей AD = AB, получим неравенство DC < BC. В треугольниках DSC и BSC одна сторона общая (SC), SD = SB и DC < BC. В этом случае против большей стороны лежит больший угол и, следовательно, 

BSC.
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Свойство 2. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке. 

Свойство 2'. Биссектральные плоскости двугранных углов трехгранного угла пересекаются по одной прямой. 

    Доказательство аналогично плоскому случаю. А именно, пусть SABC – трехгранный угол. Биссектральная плоскость двугранного угла SA является ГМТ угла, равноудаленных от его граней ASC и ASB. Аналогично, биссектральная плоскость двугранного угла SB является ГМТ угла, равноудаленных от его граней BSA и BSC. Линия их пересечения SO будет равноудалена от всех граней трехгранного угла и, следовательно, через нее будет проходить биссектральная плоскость двугранного угла SC. 

   
Свойство 3. Медианы треугольника пересекаются в одной точке. 

Свойство 3'. Плоскости, проходящие через ребра трехгранного угла и биссектрисы противоположных граней пересекаются по одной прямой. 

    Доказательство. Рассмотрим трехгранный угол SABC, SA = SB = SC (рис. 5). Тогда биссектрисы SA1, SB1, SC1 углов BSC, ASC, ASB являются медианами соответствующих треугольников. Поэтому AA1, BB1, CC1– медианы треугольника ABC. Пусть O – точка их пересечения. Прямая SO содержится во всех трех рассматриваемых плоскостях и, следовательно, является линией их пересечения.
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    Свойство 4. Высоты треугольника пересекаются в одной точке. 

    Свойство 4'. Плоскости, проходящие через ребра трехгранного угла и перпендикулярные противоположным граням, пересекаются по одной прямой. 

    Доказательство. Рассмотрим трехгранный угол с вершиной S и ребрами a, b, c. Обозначим a1, b1, c1– линии пересечения граней с плоскостями, проходящими через соответствующие ребра и перпендикулярные этим граням (рис. 6). Зафиксируем точку C на ребре c и опустим из нее перпендикуляры CA1и CB1 на прямые a1 и b1. Обозначим A и B пересечения прямых CA1 и CB1 с прямыми a и b. Тогда SA1 является проекцией AA1 на грань BSC. Так как BC перпендикулярна SA1, то она перпендикулярна и AA1. Аналогично, AC перпендикулярна BB1. Таким образом, AA1 и BB1 являются высотами треугольника ABC. Пусть O – точка их пересечения. Плоскости, проходящие через прямые a и a1, b и b1 перпендикулярны плоскости ABC и, следовательно, линия их пересечения SO перпендикулярна ABC. Значит, SO перпендикулярна AB. С другой стороны, CO перпендикулярна AB. Поэтому плоскость, проходящая через ребро c и SO будет перпендикулярна противоположной грани. 

   
 Свойство 5 (теорема синусов). В треугольнике ABC со сторонами a, b, c соответственно, имеют место равенства a : sin A = b : sin B = c : sin C. 

    Свойство 5'. Пусть SABC – трехгранный угол. Опустим из точки C перпендикуляр CC1 на плоскость ASB и перпендикуляр CA1 на ребро SA (рис. 7). Тогда угол CA1C1 будет линейным углом двугранного угла a. Поэтому CC1 = CA1sin a = SCsin sin a. Аналогично показывается, что CC1 = CB1sin b = SCsin sinb. Следовательно, имеет место равенство sin  sin a = sin  sin b и, значит, равенство sin : sin a = sin  : sin b. Аналогичным образом доказывается, что имеет место равенство sin : sin b = sin  : sin c.
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Свойство 6. Если в выпуклый четырехугольник можно вписать окружность, то суммы противоположных сторон равны. 

Свойство 6'. Если в выпуклый четырехгранный угол можно вписать сферу, то суммы противоположных плоских углов равны. 

